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IT Curso Pré-Engenharia Apostila de Calculo

1. LIMITES
1.1. Defini¢do Geral

Se os valores de f(x) puderem ser tdo préximos quanto quisermos de L, fazendo x suficientemente
proximo de A (mas ndo igual a A), entdo escrevemos:

hm f(x) = L

X a

O que deve ser lido como “o limite de f(x) quando x tende a a é L”.

De outra forma, isso significa que os valores de f(x) ficam cada vez mais préximos do nimero L a
medida que x tende ao nUmero a, mas x# a.

Preste atencdo na frase “mas xz#a”, significa que no limite de f(x) quando x tende a a nunca
consideramos x= a. Entdo, f(x) ndo precisa sequer esta definida em a, somente nas proximidades de a.
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Figura 1

Na figura 1, note que, na parte (c), f(a) ndo esta definida e, na parte (b), f(a) #L. Mas, em cada caso,
o limite é igual a L.

1.2. Limites Laterais
e Definigdo

Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda é igual a L, se pudermos tornar os
valores de f(x) arbitrariamente préximos de L, tornando x suficientemente préximo de a e x menor do que a,
€ escrevemos:

hm flx) =L

X—a

Analogamente, definimos o limite de f(x) quando x tende a a pela direita e escrevemos:

lim fix) =L

I—

Da defini¢do geral de limite, concluimos que:
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lim f(x) = L seesomentese lim fix)=L e lim fix)=1L
=g Y—sg T—st

I—d

Ou seja, o limite de uma dada funcdo existe, em um dado ponto, quando existirem os limites
laterais (no dado ponto) pela direita e pela esquerda, e os mesmos forem iguais.

1.3. Limites Infinitos
e Definigdo

Seja f uma funcdo definida em ambos os lados de a, exceto possivelmente em a. Se podemos,
através de uma escolha adequada de x, nas proximidades de a, fazer os valores de f(x) ficarem
arbitrariamente grandes (tdo grande quanto quisermos), entdo escrevemos:

lim f(x) = =

E |é-se “o limite de f(x), quando x tende a g, é infinito”.

- Exemplo Resolvido

.1
Queremos encontrar o limite lim —
=0 X~

Para a funcdo f(x)= 1/x?, temos o seguinte grafico

L] x

Figura 2

Vemos que, a medida que x se aproxima de 0, x> também se aproxima de 0, e 1/x* fica muito
grande. Entdo, tomando valores de x proximos de 0, observamos que f(x) torna-se arbitrariamente grande e,
para indicar o comportamento da fungao, escrevemos:

lim— = =
-0 X°

Isso ndo significa considerar @ como sendo um nimero, é simplesmente uma forma de expressar
qgue o limite de f(x) pode assumir valores tdo grandes quanto quisermos, bastando escolher valores de x
adequadamente préximos de 0.

1.4. Calculo dos Limites

1.4.1. Utilizando a Definigdo Precisa de limite
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e Definigdo

Seja f uma funcdo definida sobre algum intervalo aberto que contém o numero a, exceto
possivelmente em a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L, e escrevemos

hm f(x) = L

X a

Se para todo nimero £ >0 hd um nimero correspondente & > 0 tal que
| ix)=L| <& sempreque O<|x—al|<d

Uma vez que |x—a| é a distdnciade xa a e | f(x) — L| é a distancia de f(x) a L, e como & pode ser
arbitrariamente pequeno, a definicdo de um limite pode ser expressa como:

hm f(x) = L

X a

Significa que a distancia entre f(x) e L pode ser arbitrariamente pequena tornando-se a distancia de
x a a suficientemente pequena(mas nao 0).

Uma interpretagdo geométrica pode ser dada, observando o grafico da funcdo e notando que uma
escolha de um & > 0 menor implica um & > 0 menor, como mostrado nas figuras 3 e 4.

L+e
A v=L+c — 7
- x\_.. S & \ ‘ y=L+e
I L- IE_._X _________ I "__ ______Q ___________
AN y=L—& - / . 1,=f—1.£,’
- [ ‘ —

0 /d\\ x 0 /f,'\ x

[ - = Figura 4
a—48a a+dé Figura 3 ad— o a+ o £

e Exemplo Resolvido

Prove que existe o limite 1[{]‘! dx—35)=T1.

Inicialmente, devemos achar um @ tal que
[(4x—-5)-7| <& sempre que 0<|x—-3|<d

Temos que |(4x—5)—-7| = |4x—-12]| = |4(x—3)| =4|x— 3], entdo queremos
4|x-3| <& sempre que 0<|x-3|<d ou,
[x-=3] <&/4 sempre que 0<|x—-3|<d

Ent3o podemos escolher & = &/4,

Agora, devemos mostrar que a escolha de & funciona.

Se0< |x-3]| <d, entdo
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|(4x=5)-7| = 4|x-3| <4d =&
Ou seja,
|(4x-5)-7| <& sempreque  0< |x-3| <&
Portanto, pela definicdo de limite,
1m'! (4x — 5) =17
Graficamente, temos a ilustracdo do exemplo na figura 5.

¥ f
Jy=4x—5
T+e |

Figura 5

1.4.2. Utilizando as Leis do Limite

Leis do Limite  Seja ¢ umaconstante e suponha que existam os limites lim f(x) e lim glx)
i—d I—a "

Entdo
1. lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

"0 limite de umasoma & asoma deos limites"
2. }ml [flx) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)

"0 limite da diferenga é a diferenga dos limites"
k] }ml [efix)] =¢ 3_51}1 fix)

"0 limite de uma constante vezes uma funcio & a constante vezes o limite da funcio”
4. }mg [f(x)g(x)] = _{il_ﬁ}_f[.r} . !.ij:ll glx)

"0 limite de um produto é o produto dos limites"

lim f(x)
5. lim %) — s
i=a g(x) !_11}1. glx)

se lim glx) # 0

"0 limite de um quociente & o quociente dos limites
{Desde que o limite do denominador seja diferente de zero)"
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Das cinco leis apresentadas acima, sdo derivadas as leis seguintes:

6. lim [f(x)]" = “il_}ﬂ f[.t'}r onde n é um inteiro positivo
I. lim c=c

g limx=a

a

9. }“T! x"=a" onde n & um inteiro positivo
10. ]_51}1 dx=23a onde n é um inteiro positivo
“[Se nfor par, supomos que a = D.l
11. ]x]m, Jflx) = ‘H]rml flx) onde n & um inteire positivo
[Se nfor par, supomaos que A]r'u?nl flx) = 'D.]
e Exemplos Resolvidos

Calcule, utilizando as Leis do Limite, os limites abaixo

42
@) hm (3x +2x —x+1)

b)

Y——2

4 2 4 2
lim (3x +2x —xt1) =lm 3x +lim 2x -lim x+lm 1 [Leis1e2]

x—=2 X——2 xr—=2 X——-2 x—-2

4 2
=3lm x +2lm x -lmm x+hm 1 [3]

X—s =2 i—-2 x=-1 x=-2

4 2
=3(-2) 2(-2) -(-2+(1)
=48+8+2+1=59

2
lim =1
=2 y+6x—4
,
g im (2741
fim 21 =2 [Lei 5]
=2 y+H6x—4 Lm (1‘?61‘—4)

x—2
2
2lim x +him 1
xX—2 X—2

- : [2.1e3]
Iim x +6lim x-lim 4

x—=2 =2 x=2

WY+
_;lzizé [9.7 e8]

[9.8 e 7]
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.
. x4x6
¢/ lim

12 .‘{'—2

Nao podemos encontrar o limite substituindo diretamente x = 2, pois tornamos, dessa forma, o

denominador nulo.

Fatorando o numerador como uma diferenca de quadrados, temos:

f -6 _ (+3)(x-2)

2 2

Quando tomamos o limite quando x tende a 1, temos x#1, e assim x — 1 # 0. Logo, podemos
cancelar o fator comum e calcular o limite, como se segue:

i
416 3)(x-2
lim =— =1i_mM im (c+3)=2+3=5

x—2 x-2 x—2 =z x— "-'

Por meio dos exemplos, podemos notar que se f for uma funcdo polinomial ou racional e a estiver

no dominio de f, entdo:

lim f(x) = fla)

e Exercicios Propostos

Calcule os limites, se existirem:

o x*+x—6 . x*t5x+4
i TR
. xt—x+6 x" — dx
L IEE R
[: _ 9 ) _'l[: - 4.11-
- fim e s e
4+ hp — 16 o
7. lim =% 8. lim——
kD h =1 x° — 1
1+ k) — 1 2+ hY —8
0. ]im{; 10. ]im[;
h—e i) h =0 h
91 A
11. _!1]:% 3 1:,? 12. llm h
Iy -+ 2. - 3 '-+ — ]tl
13. Iimﬂ— 4. liml—_
vl x— 7 12 x =2
1.1
; 4 x (1 : )
5. Jim, 6 fim (7~ 7,
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. x" — 8l B3+ mt-3"
17. lim———— 18. lim -
=8 Jx — 3 h—=10 h
. ( 1 . . 'l,"l.i; - .1;:
19. Iim [: - — 20. lim——
=0 \tfT+1  t) =1 1 — fx
x+ 4
21, lim |x + 4 22. lim |
x—=—d T—=—4 x+ 4
x— 2] x° — 3x
23. I. - _ L] I- T - -
L p—— W o3
b—x—2
25. Calcule lim ———n.
=1 3 —x — |

26. Existe umvalor de a tal que

'+ ar+a+3 : - : : .
lim = X ax 4 - exista? Caso afirmativo, encontre @ e o valor do limite
—=—1 x-+x—2

1.5. Limites no Infinito

e Definigdo
Seja f uma funcao definida e, algum intervalo (a, ©=). Entdo
lim fix) =L
I

Significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente proximos de L, tornando-se x

suficientemente grande.
E Ié-se “o limite de f(x), quando x tende ao infinito, é L”.

Note que existem varias formas de o grafico de f aproximar-se da reta y = L (chamada assintota

horizontal), variando o valor de x, como ilustrado nas figuras 6, 7 e 8.

¥ v ¥
y=L

N
.y =fx)
- N~ 2=

0 . x
Figura 8

0 T
Figura7

0 X
Figura 6

e Exemplo Resolvido

Queremos encontrar o limite abaixo:
I —x-2

lim ————
== 5x° 4+ 4x + |
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Para calcular limites no infinito, primeiro dividimos o numerador e o denominador pela maior

poténcia de x que ocorre no denominador. No nosso caso, a maior poténcia de x é x?, entdo temos:

W —x -2 2
lim— —*—2 _ i s = lim SR
r—w 5x% + 4x + 1 x— 5x° + 4x + 1 o 4 I
5+ —+—
x X ox
. 5\
Iim(?r——— J
N ¥ (Lei 5)
| 4 ]
I1m(5+—+ 1]
x—em | X x
. . o
lm3 — lim— — 2 lim—
I—ri I—w X I—=w X&
= I : (1,2e3)
Im5 + 4 lim — + lim —
X I Y I—ew x*
3I—-0-0
= (7)
5+0+0
3
5
e Exercicios Propostos
Calcule os limites:
3x—x+ 4 12x ' —5x+ 2
27. lim ——M8— 28. lim -
ise 2x°+ 5x — 8 o\ 1 + 4x7 4 32%°
1 x4+ 5
29. lim ——— 30. lim———
sve 2x + 3 e x— 4
1 —x— & 2 — 3y’
. lim ————— L lim —————
x—=-= 2yt — 7 y—== 5y* + 4y
x’ + 5x tt+ 2
. lm———7—— M =
B —a+4 e £+ 12— |
4u* + 5 x+ 2
35, lim - ._ 36. ]im;=
u—w (" — 2)(2u” — 1) == fOx? + ]
o /9x® —x [Ox® — x
37, lim ————— 38. Jim xﬁ—
== x' 4 ] re—=  x° + 1
39. lim (VOxZ + x — 3.{] 40. lim (x + V22T + 2x)
41. lim (VX2 + ax — J/x2 + bx) 4L lllmf (x — Vx)
43, lim /x 4, lim x
xI

X— 0

» — 0
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3 5 1
o x+x t+x . ox —2x+ 3
45, lim ———— 46. lim
o e

I — _.l.l + _‘{_-l- I _ 2-1.:
47. lim (x* + x7)

e
1.6. Outros Limites

1.6.1. Limite Trigonométrico Fundamental

sin

lim
f—=1

Do Limite Trigonométrico Fundamental, obtemos:

. s — 1
]uuL =10
A0 f
e Exemplo Resolvido
. . sinTx
Caleular  lim
x—=1l X
Temos que sin Tx _ 1( sin Tx )
4x 4 Tx
Logo  lim sin7x lml( sin 7x )
8 M 04\ Tx
A B |
4 z—0 Tx 4 4
e Exercicios Propostos
Calcule os limites:
. sln3x . sindx
48, lim 49. lim —
I—=i I a—0 51N |5.1;
. tan 6f . cos B —1
50. lim — 51, lim—
1—=0 gin 2¢ g0 gin A
. sin(cos #)  sin® 3¢
52. |][TI{L— 53. lim -
#—=0  sgec f t—0
. cot2x , SINX — COS X
54, lim 55. m —
=0 Csc X x—wfd cos 2x
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1.6.2. Limite Exponencial Fundamental

f
e = lim ( 1 + 1 ] ou (se colocarmos n =1/x) e=lim (1 + x)'~
el " x—=il

Ovalorde e & e = 27182818

e Exercicios Propostos

Calcule os limites:

56. ,,“'.ﬂr { | + L):E | 57. ,,“'.“f [ | + %)#

n/
l ')”
n /

s8. 1im ( 1+ 59. tim 1+

n/

AN

60, Mostre que lim [ | + '—t) = ¢* para qualquer x = 0.
A—e LI

1.7. Continuidade
e Definigdo
Uma funcédo f é continua em um nimero a se,
lim f(x) = fla)
X—=i
Essa definicdo implicitamente requer trés condigdes para a continuidade de fem a:

1. fla) esta definida {isto &, a estano dominio de [}

2. lim f(x) existe

3. lim f(x) = fla)

Se f ndo for continua em a, dizemos que f é descontinua em a. Um ponto de descontinuidade de
uma fungdo é um ponto onde o grafico apresenta uma interrupgdo (um buraco ou um salto).

Geometricamente, vocé pode pensar em uma funcdo continua como uma funcdo cujo grafico ndo
se quebra. O gréfico pode ser desenhado sem remover sua caneta do papel.

e Exercicios Propostos

Use a definicdo de continuidade e as propriedades dos limites para provar que a fungdo é continua
em um dado numero.
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—_—

6l. f(x) =x*+ 7T —x, a=4
62. f(x) =(x+ 2x*), a=—1

x+ 1
6. g9(x) =5 —. a=4

2x — 1
Explique por que a fungao é descontinua no nimero dado.
64, f(x) =In|x—2 a=72
1

65. f(x) =

x— 1 ' a=1
2

86, f(x)=1°, ' —0
fix) x° sex=10 “

f.k:—.n %1

67. fix) =<4 x*—1 & a=
\I se x = 1
(21— x— 12 L
—  sex#-—3

68. f(x) =4 x+3 a=—3
—5 se x = —3

1 + x? x <1
69. f(x) = v a=1

.4 —x sex=1

2. Derivadas
2.1. Definigdo
A derivada de uma fung¢ao f em um namero a, denotada por f(a), é

fla + h) — fla)

h Se o limite existe.

fla) = J]1lm

Escrevendo x = a + h, temos uma maneira equivalente de escrever a defini¢cao de derivada

fla) = lil_n _ﬂ'ﬂ — fla)

I—-a X —a

e Exemplo
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2 .
Encontre a derivada da fungio f(x)=3-2x+4x em um numero o

%) 2
C flath)-fla) .. [B-Aath)tA(ath) F(3-2a+4a)
f (@) =hm = ——— =lm
h—0 h hs 0 h
2 2 2 2
. [32a2ht4a +8aht+dh H(32atda ) . —2ht8ahtdh
=lim =lhm —————
he 0 h 0 h
h(—-2+8at+4i
i 22 2480t 4h)= 484
hes 0 h h—0
e Exercicios Propostos
. flx) =3 — 2x + 4x° 2. fiH)=1t'— 5t
2r + 1 P+
3+ fﬂ:ﬂ_ﬁ 4+ fl:";]_ -1__2

2.2. Interpretag¢do Geométrica

A reta tangente ay = f(x) em (a, f(a)) é a reta que passa em (a, f(a)), cuja inclinagdo é igual a f'(a), a

derivada de fem a.

¥ ¥
S —¥= filx)  —¥=flx)
S S
_.-"'_,_,...---"_ /z_,--" -
= ]__ﬂ.-: + f) — fila) ] flxy— fla)
h
{] = =
~ a a+h X x X
)  fla+ ki— fla) )  fix)— fla)
(a) f'la) =lim —— (b) f'la)= lim ————
Py h f—a X—d
=indinacdo da tangente em F =inclinacdo da tangente em ¢
=incinagio da curva em F =inclinacdo da curva em F
Figura 8 ia) i)

A figura 9 ilustra a interpretacdo geométrica de uma derivada.

2.3. Derivadas de Fungdes Polinomiais e da Fungdo Exponencial Natural

2.3.1. Derivada da Fungdo Constante

O grafico da fungdo constante, f(x) = ¢, é a reta horizontal y = ¢, cuja inclinacdo é 0. Logo, devemos

ter f/(x) = 0. Calculando a derivada pela defini¢do, temos:

flx+h) = flx)
h

fix)

lim
h—e i)

P“l 0=0
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Ent3do, concluimos:

d
Derivada de uma Funcdo Constante — (¢) = 0
dax

2.3.2. Derivada da Fung¢do Poténcia

O grafico da funcdo f(x) = x é a reta y = x, cuja inclinacdo é 1. Logo:

4 (x)=1

dx
Para a funcdo poténcia f(x) = x", podemos determinar que:

d d . d X
— -: prm— 2_' —_— _"1 pum— 3_': —_— . -I. = 4_ -
dx (x ! dx () ! dx (%) !

Através dos exemplos paran =1,2,3 e 4, podemos supor que, paran inteire, (d/dx)(x") = nx™!

Calculando a derivada, pela defini¢do, de f(x) = x", temos:

flx) — fla) ~ lim x"—a"

f'la) = him
1=a  X—d 1ea X — d
Fazendo x" —a"=(x —a)x" '+ x"a+--- +xa"* + a""") temos,
fl@a=lm"'"+x"%a+ - +xa" > +a")
I—a
=a"'"+a"%a+ - +aa" !+ a™!
= na"!

A regra da derivada da poténcia também é verdadeira para todo n real. Concluindo:

A Regra da Poténcia Se n forum numero real qualquer, entao
d
—(x") = nx"!
dx

e Exemplo Resolvido

d

e (x* + 12x° — 4x* + 10x* — 6x + 5)
dx

d . i d d . i f
L+ 2 () -4 )+ 10 () — 6— (1) + —
ax {ax

q
dx dx T 1 ©)

dx dy
=8x" + 12(5x*) — 4(4x") + 10(3x*) — 6(1) + 0

=8x" + 60x* — 162" + 302" — 6
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e Exercicios Propostos

Diferencie
5. F(x) = —4x" b g(x) =5x" — 2x" + 6
1. () = %r‘* — 3ttt + ¢t 8. Vir) = _%TH‘R
9. ¥(t) = 6¢° 10. R(f) = 5"
- l'll]ﬂ
1. v=4x 12. R(x) = *—
x’

2.3.3. Derivada da Fung¢do exponencial

Seja a funcdo exponencial f(x) = @*. Utilizando a defini¢c3o de derivada, temos:

T+ k) — flx +h _ _x
frl:-.l'} — lll'l'll f{r ;r} _.r 7‘.]' _ hl"?a i r a
. a'a" —a* Coafa -1
=lm——————=Ilm——
h—0 h h— 10 h

O fator o n3o depende de h, logo podemos coloca-lo adiante do limite. Além disso, temos que o
limite obtido é o valor da derivada de fem 0, logo:

a" — 1

h

fllx)=a llrra
h

R
lim
h—0

o f'(0)
f'x) = f(0)a*

A andlise numérica (Figura 10) da equagdo encontrada, para a = 2 e a = 3, nos fornece o seguinte
resultado:

i 2 ! 3 | -
: Paraa =2, f(0)=lim = (.60
— =0
().] 07T 1.1612
().01 0.6954 1.1047 b
0,001 0.6034 1.0992 Paraa=3, f'0)= J!ina - = [.10
. R B . |
(.00 1 0.6932 1.0987

Figura 10

Ao escolhermos a base a, a fdrmula de diferenciacdo mais simples ocorre quando f(0) = 1. Pela
andlise numérica feita para a = 2 e a = 3, estima-se que o valor de a que torna f(0) = 1 estd entre 2 e 3. Esse
valor é denotado pela letra e. Assim, temos a seguinte definicao.
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Definicdo do NMumero ¢

[

L e — 1

€ & o namero tal que J!Jm ] =1
Ay’ 1

Se fizermos a = e e, consequentemente, f(0) = 1 teremos:

Derivada da Funcdo Exponencial Natural

i{ :.'J _ I
ex eI
e Exemplo Resolvido
Se f(x) = e — x, ache f(x).
I‘J{.J—i[,]_ J_i[l";_i{:l_,t_]
= dx e dx ¢ dx e
e Exercicios Propostos
15. y =5e* + 3 16. G(x) = x — 2¢

i b C
17. y=ae" + — + —
v -

18. y=¢""' + 1
2.4. As Regras do Produto e do Quociente
2.4.1. Regra do Produto

A Regra do Produto diz que a derivada de um produto de duas fun¢des é a primeira fun¢do vezes a
derivada da segunda fungdo mais a segunda fungdo vezes a derivada da primeira fungéo.

ARegrado Produto Se fe g forem diferenciaveis, entdo

d d e
E[f{.rjg[.l}] = flx) d_r[g[.le] g(x) e [f(x)]

e Exercicios Propostos
19. x'e' 2. f() = (15— 3t* + 1)(1* + 8)
2. y= e (x’ — 20x° + 50x) 22, f(x) = (e* — 5x)( 5x° — 2x° + 6)

2.4.2. Regra do Quociente
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A Regra do Produto diz que a derivada de um quociente é o denominador vezes a derivada o

numerador menos o numerador vezes a derivada do denominador, todos divididos pelo quadrado do
denominador.

A Regra do Quociente

f(x)

se fe g forem diferencidveis, entio

x|
dx | glx)

d d
] B Ef':-‘-JE[f{.TJ] - f[.lJE[g[.l.J]

[9(x)]?

Exercicios Propostos

I

€ P+ 4x + 3
23, v=— W y=—"7-—"
' x° ' x+3x—4
-..."I'_; — EEI _'['l — 2-..."";
5. v=——+ 6. v=—"—"7-
. '\."'I-'l' ’ et b+ 1

2.5. Derivadas de Fung¢bes Trigonométricas, Exponenciais e Logaritmicas

2.5.1. Derivadas das Fung¢oes Trigonométricas

Derivadas das Funcdes Trigonométricas
i d
——(sinx) =cos x —— (csc x) = —csc x cot x
d dx
i . d
— (cos x) = —sin x — (sec x) = sec x tan x
dx dx
d . d .
— (tan x) = sec’x —lcot x) = —cscx
dx X

e Exemplo Resolvido

Calcule a derivada de tg x, a partir das derivadas de sen x e cos x.

 dy

E (tan x)

d f_! ( sin x ]

, COR X

COS 1L'ir (sin x) — sin ri{cn' x)
"u’.rh ’ T dx T

COs"X

cos X - cos x — sin x (—sin x)

COS X
cosx + sinx

CO5° X

7 — BECX
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e Exercicios Propostos

Diferencie

7. fix)=x—3sinx 28. f(x) =xsinx

29. y=sinx + 10tanx 30. y=2cscx + Scosx

3. y=— 33, y— L SInx
- tanx— 1

B 1) =——— Hoy=

2.5.2. Derivadas das Fung¢oes Exponenciais e Logaritmicas

Derivada da Funcdo Exponencial
d o 4 s
o (@) =a'lIna i (") = ¢
Derivada da Funcdo Logaritmica
d 1 d 1
— (logy x) = —(Inx) =—
dx foga ) xlna dx (n x)

e Exemplo Resolvido

Calcule as derivadas de 2* e f(x) = logy02.

e
—(2")=2"In2
dx

d
M) = — --,2 =
f'(x) I log i

2In 10
2.6. Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia é utilizada para calcular a derivada de fun¢Ges compostas.

ARegradacCadeia Se f e g forem diferenciaveis e F' = fe= g forafungio composta
definida por F(x) = f(g(x)), entdo F & diferenciavel e F'é dada pelo produto

F'(x) = f'(g(x))g'(x)
ou, 58V =_ﬂu} e u = glx) forem fungiies diferencidveis, entdo

dy  dy du

dx EH
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e Exemplo Resolvido

Calcule F'(x)se Fix) = %2 + 1.

F(x) = (f=g)(x) = f(g(x)) onde f(u) =Vu e g(x) =x> + 1
sendo f'l,ru} = 'L“_I':! = 1_ e g’{_TJ = 2y
) 2u

Temos F'(x) = f'lglx))g'(x

e Exercicios Propostos

Derive as funcdes

35. F(x) = sin4x 36. F(x) =4 + 3x

37. F(x) = (x" + 4x)’ 38 F(x) = (x* —x+ 1)
39. y = cos(a’ + x7) 0. y=a’ + cos’x

. y=xe™ 42, y=10""

43, f(x) = In(x* + 10) 84, f(x) = logs(1 — 3x)
45. f(x) = cos(In x) 46. F(v) = yIn(l + &)

Encontrey’ ey”.

I x
47. v=xInx 48. v = “j
x°
49, v=logpx 50. vy = In(sec x + tan x)

2.7. Aplicag¢des de Derivagéio
2.7.1. Reta Tangente
Na segdo 2.2, vimos que:

A reta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) é a reta que passa em (a, f(a)), cuja inclinagdo é igual a f'(a), a
derivada de fem a.

Logo, se usarmos a féormula da equag¢do de uma reta, vista em geometria analitica, poderemos
escrever uma equacdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (a, f(a)):

y—fla) =f(a)(x—a)
e Exemplo Resolvido

Encontre uma equacdo da reta tangente a parabola y = x> — 8x + 9 no ponto (3, -6).
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Temos que a derivada de f(x) = x> —8x + 9 em a é f’(a) = 2a — 8. Logo, a inclinacdo da reta tangente
em (3, -6) é f(3) = 2(3) — 8 = -2. Assim, uma equacao da reta tangente, como ilustrado na figura 11, é

y—(-6) = (-2)(x-3) ou  y=-2x
V4

[y=x"—8x+9

k! - 3. —86)
\
Y, oy=—2x
Figura 11
e Exercicios Propostos
51. se filx) = 3x! — 5x.encontre f'12) e use-o para acharuma equacio daretatangente a parabola
v = 3x? — 5x noponto (2, 2).
52. se glx)=1— x°encontre g'10) & use-o para achar uma equagdo daretatangente 4 parabola
v=1—x" nopento (0, 1).

53. searetatangente ay = f(x) em {4, 3) passano ponto (0, 2}, encontre f{4) e F{4).
Encontre uma equacao da reta tangente a curva no ponto dado.

M.oy=1+2x—x" (1.2
55 y=42x+ 1, (4.3)
6. y=(x—-1)/(x—12), (3.2)

57. y=2x/(x + D% (0,0)

2.7.2. Velocidades

Suponha um objeto movendo-se sobre uma linha reta de acordo com a equacgédo s = f(t), onde s é o
deslocamento do objeto a partir da origem no instante t. A fungdo f que descreve o movimento é chamada
de fungao posi¢ao do objeto. No intervalo de tempo entre t =g e t = a + h a variagdo na posi¢do sera de f(a +
h) — f(a) (Figura 12). A velocidade média nesse intervalo é

deslocamente _ fla + h) — fla)
tempo h

velocidade média =

que é igual a inclinagdo da reta tangente PQ (mpq), como ilustrado na Figura 13.
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54

ONa+ h, fla+ 1)
R
Pla, fla))
A " )
t=a i=a-+h A h
l avs
0 _ 5 -
fla+ k) — fia) ] a a+h i
|"_ _||-|”: _"I fla + k) — fla)
Mpp= "3

|[e——— fla+ h) ———

Figura 12 Figura 13

Suponha agora que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez menores [a, a + h].
Em outras palavras, fazemos h tender a 0. Definimos velocidade (ou velocidade instantanea) v(a) no instante

t = a como sendo o limite dessas velocidades médias:

fla + h) — fla)
h

vla) = J!im_ -

O limite acima representa a derivada da funcdo posicao do objeto no ponto a, ou seja:

via) = flla)

De forma analoga a velocidade, e definindo a fungdo velocidade, temos que a aceleragdo do objeto

é dada pela derivada da fungdo velocidade, logo:

ala) = v'la)

e Exercicios Propostos

58. se umabolafor atirada ao ar com uma velocidade de 40 pés/s, sua altura {em pés) depois de ¢
segundos & dada por y = 40r — 16¢°. Encontre a velocidade quando t = 2.

59. se umaflecha & atirada para cima sobre a superficie da Lua com uma velocidade de 58m/s, sua
altura {em metros) apés t segundos & dadapor H = 58 — 0.83¢°,

{a) Encontre avelocidade daflecha apds L segundo.
ib) Encontre avelocidade da flecha quando f = a.
{c) Quando aflechaveolta paraalua?

{d) Com que velocidade aflecha atinge a Lua?

0 deslocamento {em metros) de uma particula movendo-se ao longo da reta & dado pela equacao
= 1 ra = =
do movimento s = 41~ + 6r + 2, onde 1 & medido em segundos, Encontre avelocidade e a

aceleracdc da particula nos instantes f = a,f = 1.t = 2, and f = 3.

60
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61. 0 deslocamento {em metros) de uma particula movendo-se ao longo dareta é dado pela equacio

s=1"— 8 + 18,onde t é medido em segundos.

{a) Encontre as velocidades médias sobre os seguintes intervalos de tempo:
(i) [3.4] (i) [3.5, 4]
(i) [4, 5] (iv) [4.4.5]

(b) Enconte avelocidade instantanea quando ¢ = 4.
2.7.3. Valores Maximo e Minimo

Algumas das aplicagGes mais importantes do calculo diferencial sdo os problemas de otimizagdo,
em que devemos encontrar a melhor maneira de resolver um problema. Esses problemas podem ser
resolvidos encontrando os valores de maximo e minimo de uma fungao.

e Definigdo

Uma fungdo f tem um maximo absoluto em c se f(c) > f(x) para todo x em D, onde D é o dominio de
f. O nimero f(c) é chamado de valor maximo de f em D. Analogamente, f tem um minimo absoluto em c se
flc) < f(x) para todo x em D, e o nimero f(c) é chamado de valor minimo de f em D. Os valores maximos e
minimos de f sdo chamados de valores extremos de f.

A Figura 14 mostra o grafico de uma fung¢do f com mdximo absoluto em d e minimo absoluto em a.
Note que (d, f(d)) é o ponto mais alto do gréfico, enquanto (a, f(a)) é o ponto mais baixo.

Vi

AF

F fid)
i
fia) !

I
I

i 0

—_————— - - - — — ]

.

) S —
o —————

=

Figura 14

Uma func¢do f tem um maximo local em ¢ se f(c) = f(x) quando x estiver nas proximidades de c.
Analogamente, f tem um minimo local em c se f(c) < f(x) quando x estiver nas proximidades de c.

Teorema de Fermat: Se f tiver um maximo ou minimo local em ¢, e f(c) existir, entdo f’(c) = 0.

Entdo, pelo Teorema de Fermat, encontramos o ponto de maximo ou de minimo da funcdo, caso
ele exista, derivando a fungdo e igualando-a a zero. Para descobrirmos se o ponto encontrado é de maximo

ou minimo, temos que analisar as derivadas nas proximidades do ponto encontrado, conforme indicado na
Figura 15.
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Vi ¥4
A I LY _I'-':_'l.' | = (:\ / lf"._-,; =0
i | ! T
| . |
0 C X 1] C x
(a) Maximo local (b} Minimo local
¥ ) ¥a .
f \ fixy==0
fix) =0 o
T 1= f=0
/1 rw=o |
/ | |
| . l .
1] s 4 ] C x
{c) Mem maxime. nem minimo i(d) Mem maxime, nem minime
Figura 15

e Exemplo Resolvido
Encontre os valores de mdximo e minimo locais da funcao
glx) =x+ 2sinx O0=x=2w
Diferenciando g, temos:
g(x) =1+ 2cosx

Logo, fazendo g'(x) =0, temos cos x =-1/2. Como solugio dessa equagio, temos 27/3 & 47/3.
Vamos analizar atabela a seguir.

Intervalo g'lx) l + 2cos x

Como o sinal de g'(x) muda de positive para negativo em 27/3, temos um maximo local em
27 /3 e o valor maximo local é de

2 . 27 Im N _1( VE] ] 2

r;l|

Damesmaforma, o sinal de g'{(x)muda de negativo para positive em 45/3, loge

dar dar 47 3 47 —
g4m/3) 3 + 2 sin 3 3 o T 16

& um valor de mimime local,
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Exercicios Propostos

Encontre os valores maximos e minimos absolutos de f no intervalo dado.

62.
b3.
b4.

b5.
bb.

67.
68.

69.
70.

71.

71.

73.

74.

75.

f(x) =32 — 12x + 5, [0,3]
flx) =x"—3x+ 1. [0,3]
flx)=x*—2x2+ 3, [-2,3]

fl) =G - 175 [-1,2]

flx)=—F7—. [0.2]
x+ 1
fl)=ty4 -1, [-1.2]
f(x) =sinx + cosx, [0, w/3]
flx) =xe™, [0,2]
flx)=x—3Inx, [1.4]
Um modelo para indice de preco de alimentos (o prego de uma cesta basica) entre 1984 e 19594 &

dado pela funcdo

I(£) = 0.00009045¢" + 0.001438:* — 0.065611° + 0.4598 — 0.6270¢ + 99.33

ognde t &€ medido em anos desde a metade do ano de 1984; assim 0 = £= 10, e {(f] € medido em
1987 dalares e reduzido em uma escala tal que /(3] = 100. Estime os periodos nos quais a comida
foi mais barata e mais cara durante o periodo de 1984-1994.

Um fazendeiro quer cercar uma drea de 1,5 milhdo de pés quadrados num campo retangular e
entao dividi-lo ao meio com uma cerca paralela a um dos lados do retdngulo. Como fazerisso de
forma a minimizar o custo da cerca?

Uma caixa com uma base guadrada e sem tampa tem um volume de 32.000 ¢m®. Encontre as
dimensoes da caixa que minimizam a guantidade de material usado.

Um contéiner para estocagem retangular com uma tampa aberta deve terumvolume de 10 m?. o
comprimento de sua base € o dobro da largura. O material para a base custa 5 10 por metro
guadrado. O material para os lados custa S 6 por metro guadrado. Encontre o custo dos materiais
para o mais barato de tais contéineres.

A moldura para uma pipa é feita de § pedacos de madeira. Os guatro pedacos externos foram
cortados com os comprimentos indicados na figura. Para maximizar a drea da pipa . de que
tamanho devem ser os pedacos diagonalis?
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